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Resumen:

El GeoGebra es un software matemético interactivo que ofrece disimiles posibilidades a
los educadores que profesan la matematica con el fin de desarrollar en los educandos,
los conocimientos y las habilidades matematicas de manera que puedan comprender la
formacion de conceptos con ideas renovadoras en los contenidos basicos del calculo,
qgue se imparten en las diferentes carreras de la ensefianza universitaria. En el trabajo
se expone una experiencia de actividades que pueden desarrollarse en el aula con el
uso de las herramientas que presenta la apk GeoGebra para la formacion del concepto
matematico de limite de una funcién en un punto. El objetivo estd encaminado a
presentar una manera interactiva, el uso de los dispositivos mdviles, a partir de la
seleccion de ejercicios que contribuyan a la comprensién y mejora de los resultados
docentes, despertando en los educandos su independencia, autonomia, creatividad e
innovacion.
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GeoGebra is an interactive mathematical software that offers different possibilities to
educators who practice mathematics in order to develop mathematical knowledge and
skills in students so that they can understand the formation of concepts with innovative
ideas in the basic contents of the calculus, which are taught in the different careers of
university education. The work presents an experience of activities that can be
developed in the classroom with the use of the tools presented by the GeoGebra apk for
the formation of the mathematical concept of the limit of a function at a point. The
objective is aimed at presenting an interactive way, the use of mobile devices, based on
the selection of exercises that contribute to the understanding and improvement of
teaching results, awakening in learners their independence, autonomy, creativity and
innovation.

Keywords: limit, mobile devices, Geogebra, teaching.

Introduccién.

El concepto de limite, para los griegos de la antigiedad poseia un tratamiento
eminentemente geomeétrico—estatico, debido a que su uso se basaba en la identificacion
de un problema fundamental a partir del calculo del area y el volumen de los cuerpos.
Los primeros trabajos que se conocen, de aquel entonces, son los de Hipdcrates (S. V
a.C.), quien utilizé dicho concepto para determinar el area de las “lunulas”, no obstante,
fue Eudoxo (408-355 a.C.) quien presentd de manera implicita el concepto de limite en
las demostraciones por el método exhaustivo, es decir, realizando la aproximacion de
una figura por otras en las que se pudiera medir la correspondiente magnitud, de
manera que la misma se fuera aproximando a la magnitud buscada, aunque las
bibliografias identifican a Arquimedes (287-212a.C.) como el filésofo-matematico que
aplica el método de exhauscion, para demostrar sus resultados refiriéndose a areas y
volimenes de la esfera y el cilindro y en la cuadratura de la Parabola.

Dentro de los mayores desafios que se presentan a la educacion actual en el campo de
las matematicas, lo constituye la aprehension del concepto de limite que estan dadas
por la interpretacion de la propia definicidbn en si y por los procesos en el que se
encuentran la abstraccion, el andlisis y la demostracion.

Este concepto que resulta trascendental en el aprendizaje del calculo ya que prepara

las condiciones previas y asegura el nivel de partida de los conceptos como



continuidad, derivada, integral y series, quienes dependen de él para la formulacion de
los procedimientos y operaciones que se dan en cada uno de ellos.

En la actualidad, el concepto de limite con rigor matematico establece que:

El limite de f(x) cuando x tiende a c es igual a L si y sélo si para todo numero real €
mayor que cero existe un numero real & mayor que cero tal que si la distancia entre x y
c es menor que 0O, entonces la distancia entre la imagen de x y L es menor que ¢
unidades.

En la terminologia matematica, se escribe como:

limf(x) =L Ve>0,36>0:0<|x—c|<d-|f(x)—L| <e& de ahi que se lea y
X—C

pueda observarse la simbologia, como Si f(x) se acerca arbitrariamente a un nimero L
cuando x tiende a c por cualquiera de los dos lados, entonces el limite de f(x), cuando x

tiende a c, es L, por lo que la escritura es lim f(x) = L. (Larson, R.)
X—C

A partir de estos conocimientos y como el propdésito de la ensefianza de este concepto
gira en relacién a que los estudiantes sean capaces de razonar, pensar, relacionar y
aplicar los conocimientos y premisas matematicas a situaciones reales de la vida
cotidiana, se realiza una adecuacion en las clases para apoyados en el uso de la apk
Geogebra visualizar ejemplos para la interpretacion y analisis del concepto de limite de
una manera dinamica.

El empleo adecuado de las Tecnologias de la Informacion y las Comunicaciones (TIC)
en el aula permite la participacion activa de los estudiantes, fundamentalmente en esta
época en la que ellos son considerados por muchos investigadores, como nativos
digitales, y estan inmersos en un mundo donde la mayoria de las actividades que
realizan dia a dia estdn dominadas por el uso de diversos dispositivos y programas
electrénicos, por tanto debe aprovecharse la visualizacion que brindan estos medios
tecnolégicos para que los conceptos abstractos (invisibles e inimaginables) y los
simbolos de la ciencia matemética se transformen en un atractivo donde, la imagen
cobra un valor muy importante ya que permitira que los educandos se acerquen a los
conceptos, sacandolos de lo abstracto para transformarlos en un nuevo conocimiento.
La afirmacion anterior hace que el educador disponga de los recursos necesarios y la
preparacion oportuna en cuanto al manejo de la tecnologia para que el aprendizaje

adquiera un significado y una busqueda constante de nuevos saberes.
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En el presente trabajo se persigue como objetivo mostrar la importancia dela apk
Geogebra durante el proceso de ensefianza y aprendizaje exponiendo actividades que
pueden realizarse en los grupos de estudio en el aula para la formacion del concepto de
limite de una funcibn en un punto, aprovechando las ventajas que poseen los
dispositivos méviles tales como teléfonos celulares o Tablet ya que los educandos en la
actualidad tienen una gran parte del dia un teléfono en la mano, por lo que les es mas
facil emplear la tecnologia por medio del teléfono, para desarrollar en la mateméatica
contribuyendo asi a la comprension y mejora de los resultados docentes, lo que traera
consigo que se logre despertar en los educandos su independencia, autonomia,
creatividad e innovacion.
Metodologia
Las innovaciones tecnoldgicas estan proporcionando en la educacion canales nuevos
de comunicacion e inmensas fuentes de informacién que difunden, entre otros
aspectos, formas de organizacion del aprendizaje. En una sociedad en la que la
informacion estd ocupando un lugar tan importante es preciso cambiar la forma
tradicional del aprendizaje y repensar nuevas alternativas y transformar las estrategias
de enseflanza en estrategias de aprendizajes adecuadas a la demanda
contemporanea.El aprendizaje movil o aprendizaje electrénico mévil, es una forma de
adquirir conocimientos que utiliza dispositivos maoviles para la obtencion, fijacion,
consolidacion y sistematizacion de conocimientos.
De ahi que, la facilidad para el aprendizaje en cualquier momento y lugar propicie, el
uso de canales de intercambio, propiamente digitales, como foros, correo electrénico,
paginas web o plataformas educativas para lograr una ensefianza que tiene como
caracteristicas esenciales las siguientes:
e Conectividad: el educando accede a Internet y, por tanto, a los contenidos de
forma expedita.
e Multifuncionalidad: aprendizaje multitasking con posibilidad de realizar multiples
tareas, sin dejar de prestar atencion al objetivo de ensefianza.
e Personalizacion: cada educando dispone de su propio dispositivo personalizado
y las tareas se diseflan de manera individualizada en correspondencia con su

ritmo de aprendizaje.



e Flexibilidad: aprendizaje adaptado a cada necesidad de los educandos y el
contexto educativo en el que se desarrollan.
e Ubicuidad: las actividades disefiadas se pueden aprender desde cualquier lugar
y en cualquier momento.

e Accesibilidad: la apk es una herramienta de uso gratuita y con bajo coste.

e Portabilidad: el dispositivo siempre se lleva encima, lo que facilita su consulta.
Lo anteriormente expresado, permite concluir que el aprendizaje con dispositivos
moviles posee como ventajas frente a otros tipos de aprendizajes, en que es un método
gue mejora la igualdad de oportunidades, facilita un aprendizaje personalizado y ofrece
una respuesta inmediata por parte de los educadores, ademas de fomentar el
aprendizaje continuo, cooperativo y colaborativo, al igual que el Aprendizaje Basado en
Problemas (ABP).
Ahora bien, en la ensefianza del concepto de limite que apk, se recomienda para
facilitar la labor de educadores y educandos que no debe desaprovecharse para la
formacién de dicho concepto. El GeoGebra es un software de matematicas para todo
nivel educativo. Es un software gratuito que trabaja en forma bidireccional ya que
enlaza la geometria con el algebra, al escribir una ecuacion, Geogebra
automaticamente muestra su grafica asociada, pero no solo es esto, sino que también
tiene opciones para trabajar con la estadistica y el calculo simbdlico. Esta apk, desde
los dispositivos moviles dinamiza el estudio de las matematicas en forma armonica ya
que relaciona lo experimental y lo conceptual.
A continuacién, se presentan actividades a desarrollar en las clases del Tema
Funciones, Limite y Continuidad que se imparte en la ensefianza universitaria para la
formacién de ingenieros militares.
Actividad No. 1. Como utilizar Calculadora CAS para la formacion del concepto
limite

La calculadora CAS brinda muchas ventajas

I
)

para la formacion del concepto limite,

zo sy co

primeramente, permite calcular el limite de

una funcién si se introduce de manera . .. . i



correcta la sintaxis y los valores y se sigue la secuencia para el calculo.

En la figura No. 1, se muestra la entrada algebraica donde aparece la funcion, y el
calculo del limite, ademas la vista grafica nos muestra la representacion de dicha
funcién y la influencia del calculo del limite.

Figura No.1 Entrada algebraica

Otras de las posibilidades de la Calculadora CAS para la formacion del concepto limite
es que la tabla de valores que se obtiene, permite conocer una serie datos relacionados

con el calculo del limite y asi acércanos de una forma precisa al concepto de limite.
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Figura No. 2. Tabla de valores.
No solo esta vista de la tabla de valores, sino que en la gréafica aparecen representados
todos los mismos en forma de puntos donde el alumno logra una adecuada
visualizacion del grafico y puede realizar mediante preguntas de impulso, la
interpretacion del resultado de una manera informal para posteriormente llegar a la

definicion formal y conceptual del limite de una funcion en un punto.
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Figura No. 3. Ploteo de puntos, de acuerdo a la tabla de valores obtenidos.



En el contexto de las funciones, la palabra limite se emplea para hallar el valor al cual
se acerca una funcion f(x), dependiendo del valor al cual se acerca, por lo que la
elaboracion de tablas de valores y la escritura de niumeros aproximados que determinen
el limite de cada funcion, resulta un procedimiento para que de esta manera pueda
lograrse que los alumnos analicen, clasifiquen, comparen, encuentren caracteristicas
comunes y arriben a una generalizacidén y se logre una idea de formacion del concepto
limite en el lenguaje informal ya que cuando se menciona la palabra limite, se refiere a
un valor al cual nunca se debe llegar.

Actividad No. 2. Introduccién del concepto de limite mediante la definicion formal
en términos de € y o.

El desarrollo de actividades para que los
educandos comprendan de una manera - " RSO
intuitiva el concepto de limite en un punto, © -’
se da realiza mediante andlisis de casos, ‘

teniendo en cuenta el dominio de PR AESSERARES ANEE

Y

definicion de la funcién y al conocer la

20

expresion lim f(x) =L. , en donde se
X—C

determina que el limite cuando tiende c de f(x) es L, si se puede acercar los valores de
f(x) a L, tomando a x muy cerca de c y con x#c.

La definicion formal de limite se presenta partiendo de quelim f(x) = L.significa que la
X—C

diferencia entre f(x) y L se puede hacer arbitrariamente pequefia si x esta lo
suficientemente cerca de c, x#c.

Con la apk Geogebra, realizar los siguientes pasos. Esta actividad ayudara a visualizar
el concepto de limite de una funcién en un punto:
1.- Introduzca la ley de asignacién de una T —— o e |

funcion. Si (x<1,x?,3-x) :

2.- Introduzca el punto donde se desea analizar . -
el limite.
3.- Introduzca el posible valor del limite que va a

analizar: B



4.- Mueva los deslizadores para comprobar si la proposicion indicada es verdadera.

Para comprobar que la proposicién sea verdadera, se debe observar el recorrido del

punto D sobre el grafico y al dibujar el fragmento del grafico de la funcion sobre el

Introduzca la ley de asignacion de la funcion:

f(:z:):‘ff(x<l.x2,37:c) ’

2
e | @ re <l
”'T}_{ 3 —ax :otherwise L JJjﬂfi iiiiiiiiiiiiii
g P | |
Introduzea el punto en el que se desea analizar el limite: 1 |
a=[1 l 25 P
| 3 |
Introduzca el posible valor del limite que se va a analizar: | ‘
2@ s Y I
L=|2 I : |
| 3 |
Seleccione un valor para &: 15 [
£= 1 i : i
| 2 |
. e\t - N _
Seleccione un valor para &: L-e i : i
4= 0.5 os I : I
@ | |
|

LEa verdadera la siguiente proposicién para todo valor de x7 ;U

O<lz—1]<05 = [flz)—2[ <1

|:| Ver respuesta:

—05 i : i

intervalo se puede apreciar, lo que
ocurre dentro del recuadro, esta idea
da una forma dinamica de analizar el
comportamiento de la funcion en el
punto y posteriormente encontrar una
clasificacion de discontinuidad, en

este caso en x=1.

El uso de la apk GeoGebra como recurso heuristico se sustenta en la representacion

grafica de funciones y las operaciones (aritméticas y exponenciales) que se pueden

realizar. En el Analisis Matematico, la formacion del concepto de limite es basico para la

obtencion de otros conceptos, el uso de las representaciones en el aprendizaje del

mismo es util y reporta resultados inmediatos en la comprension de las formas

indeterminadas, la obtencion de asintotas, analisis de las discontinuidades. La apk

como medio de ensefianza en el proceso heuristico puede emplearse ademas como

herramienta de comprobacién en ejercicios de calculo de limites.

Tareas individualizadas que pueden orientarse.
Tarea No. 1
Objetivos:

o Calcular el valor de la imagen de f a partir de un sistema de representacion

grafico en un conjunto de puntos finitos.

de

algebraico

o Identificar el sistema

GeaGebra  Suite Calculadora

representacion

8 = Funto(f)

correspondiente a la imagen de f

para un determinado valor de x.

fx) = x— 4 E i

C = Punto(f)

Suite Calculadora - GeoGebra

PJ Cak. Grifca -




Con la apk Geogebra, se ha representado, la funcién f(x)=x-4, marque la respuesta que

considere correcta en las siguientes preguntas:

La imagen de la funcién para x=2 es:
-8 4 -2

En la figura, la representacion algebraica que mejor expresa la imagen de la funcion en

X=5es = GeaGebra

____ f5)=9

__ f5)=1 Fix
__f(9)=5 :

Autoevallate.

1. Dado el grafico de la funcion y=f(x)

a) Determine el dominio.
b) Calcule los siguientes limites:

i) XII_)rT_12 f(x)ii) XIi_)rr_1lf(x)

i) lim f(x)iv) JLerf(X)

c) Prolongue el grafico para las x >0

de forma tal que cumpla las siguientes

condiciones:
i) Sea continuaen x =0
i) Tengaun ceroen x =1

i) 1im f(x) =-o0iv) lim f(x)=+o0 v)xlirp f(X) =+

x—3%



2x+1 x<3
x? -2x X >3

2.- Represente con Geogebra la funcion f(x) = {
Determine una aproximacion de x a la izquierda de 3 y una aproximacion de x a la
derecha de 3. ¢ Qué puede decir con respecto al limite en x=3?

Conclusiones

Resultados del pre test aplicado a un Grupo de Control (GC) y al Grupo Experimental
(GE). La prueba consistio en el andlisis de los resultados a 10 preguntas en las que se
evaluaron aspectos tedricos y practicos sobre: definicion de funcion, dominio y rango;
clasificacion de funciones, tipos defunciones, gréafica de una funcion y interceptos con
los ejes de coordenadas, por la necesidad estos contenidos de manera fundamental
para la apropiacion del concepto de limite en funciones de variable real. La intencion
era comprobar el estado en que se encontraban para realizar actividades haciendo uso
de la apk Geogebra.

Tabla No. 1Resultados del pre test aplicado al GC y al GE.

Grupo Matricula | Nomero de | Media (x) Desviacion
aprobados estandar
(9)
Control 29 9 2.6 0.809
Experimental 26 11 2.8 0.889

Los educandos que aprobaron el pretest en los grupos de control y experimental, se
analizaron tomando como escala de medicidn, la escala de calificacién que se sigue en
las evaluaciones(/2,3,4,5), siendo 3 el menor valor para aprobar, por los resultados se
pudo verificar que los grupos eran homogéneos y al comparar las medias, aplicando la
prueba t-student, se obtuvo que las mismas son iguales, no existiendo diferencias
estadisticamente significativas entre los grupos estudiados.

Una vez, concluida las tareas disefiadas, se aplicé un pos test a los grupos GC y GE,
en este momento se formularon 15 preguntas tedéricas y practicas. En la medicion se
tuvo en cuenta elementos de la Taxonomia de Bloom, de manera individualizadas en 5

preguntas quedando de la siguiente manera:
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Tabla No. 2. Resultados del pos test aplicado al GC y al GE.

Grupo Matricula | Nomero de | Media (x) Desviacion
aprobados estandar
(o)
Control 29 21 3.5 0.712
Experimental 26 23 3.8 0.65

Como puede observarse, los cambios son discretos entre ambos grupos, pero en la
medida que se emplee la apk y los educadores interioricen las ventajas que promueve
para el aprendizaje, la insercidén en los temas tendra un mayor impacto.

En cuanto a la clasificacion de subcategorias del conocimiento de la taxonomia de

Bloom los resultados se presentan en la siguiente tabla

Subcategorias Educandos del GC Educandos del GE
taxonomia de

bloom

Aprobados por | 2 3 4 5 2 3 4 5
preguntas

Conocimiento 2 10 9 8 1 14 4 7
Comprension 3 7 12 7 3 10 8 5
Aplicacion 2 13 9 5 2 12 8 4
Analisis 4 13 6 3 1 14 7 4
Evaluacion 8 7 9 5 3 15 5 3

De la tabla, puede apreciarse, que la distribucion de educandos con respuestas
correctas de acuerdo a las preguntas realizadas por subcategorias es superior
porcentualmente en ambos grupos, por lo que puede decirse se aprecian resultados
levemente alentadores entre los que utilizaron la apk Geogebra para la formacion del
concepto limite, pudiendo concluirse que la experiencia aplicada con el disefio de
actividades individualizadas para el concepto de limite ofrece oportunidades que fueron

consideradas de innovadoras por los implicados en el experimento. El uso de la apk
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Geogebra resulta beneficioso porque se logré una dinamica en la clase, que ayudo a
captar la atencion de los educandos, haciendo mas activo, creativo y participativo el
proceso de ensefianza aprendizaje. Se pudieron percibir ritmos diferentes en cada
estudiante y se pudo observar pasos de avance en el dialogo matematico entre ellos.
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